Ecole Polytechnique, option PC 


Deuxième épreuve, 1999. Corrigé 


Première partie. 


1. Si P(x) = ÿ ax, il vient : 
p=0 


1 n In/2| 


1 
uP)= [| Ptde= Yan | ad =2 y De 
T p=0 T p=0 





L'application L étant une forme linéaire non nulle, son noyau est un hyperplan de dimension n (dim(ÆE) — 





[7/2] 
x 3 y aa i A ; P a 
n + 1), qui contient tous les polynômes impairs, ainsi que les polynômes pairs vérifiant > 7 T Par 
p 
p=0 


exemple : 
esin—2k:(x,rs,..., x 26-11 322,1 5x%,...,1— (2k + 1)z?ã). 
e sin=2k+1l:(x,x,...; 2613321 52,1 (2k+1)r#). 


2. a) Il s’agit du t-ième polynôme de Lagrange : 


b) On sait que la famille (P6,..., P,) forme une base de Æ. Pour tout PE E, on a: 








i=0 
et 
n T n 
HPE S P(x;) J P;(æ)de = Y` A:P(2:) 
i=0 -1 i=0 
1 
—1 
3. On suppose que pour tout i,0 < i < Nn, £En-i = — Ti. 
e si n= 2k + 1, les points sont (x0,...,%k, —Æk,...,—%o). 
k 
p= IL (x —x;)(x + z;) ET 
j=0 j Zi (ti = z;)(t: + wr) 2T; 
k 
P,.(n= JI Gz)mta) rx 
pos (ti — z;)(t: + £j) 2Tn—i 
Ainsi : 
N(x)(x + x) N(x)(x — ri) 
P; =< y Ps; = 
(x) z (= 
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k 
avec N(x) = JI (x? — x?). Donc, comme N est pair : 


j=0,j#i 
1 pl . fi 
M 


1 1 Ti l 
Mi=- | NGG) ati f N(x de = 7 | Nos 


e sin = 2k, les points sont (x0,...,%x-1,0,—%x-_1,...,—%o). 
En dehors du cas 0 : 


et 


N(x)(x + x) N(x)(x — ri) 
Pfx) = ——, P;-;(x) = 
(x) = (a) = 
avec N(x) = x | E (x? = r? . Donc, comme N est impair : 


j=0,j+i 


1 f zi f 1 f 
mt 5 | “Nas 
1 ft 1 f 
ai= | zN(x jé + Zi f N N(x de 5 | aN(x)dx 
D —1 1 


Le cas 0 est simple, puisqw’alors Pp/2 = Pp-n/2- 


et 


L'égalité demandée est vérifiée dans le cas général pour tout polynôme de degré inférieur ou égal à n. Par 
linéarité de l'intégrale, il reste à le montrer pour P = z”+t!, Mais, comme n est pair : 
n/2 


0 — T. r”tldr = >, Mar + (=) 
-i 


i=0 


Remarque : une autre solution (peut être plus courte) consiste à remplacer k par n — k et x par —x au lieu 
de considérer deux cas. 


4. a) Soit PF le polynôme interpolateur de Lagrange de f aux points (æi)o<i<n. On a alors : 


=D D + | Pr(de = D Af(e) 
i=0 F 1=0 


Ecrivons une formule de Taylor Lagrange à l’ordre n pour f. Il existe R, tel que, pour tout x € [—1, 1] : 


n f(k) 
) — 5 TO + R(a)z"tt = P(x) + Rn(x)z”t! 
k=0 
































mre mop lR E ET) 
Donc, comme P — P; est un polynôme de degré n : 
L f{a)dr - auel — - (e)an + 
= Pi) + 
— Ra(s)e et — f(xi))| + a _ F 








< ko +) 
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b) Recommençons la même argumentation avec f € C2. Il existe R,11(x) tel que, pour tout x € [1,1]: 


n+1 f®) (0 le 
fæ) = X at + Ra (oe"t = Po) + anne tt + Ray (a) 


k=0 





Donc, par la question 3. : 


























1 
1 Mh+2 2 
free Sa Lo 7 HT OR a 
Mn+2 2 
FREDA (n+2)!n+3 
n Mn 2 
(e) = Baalo)? = fat PE 











Mn+2 
T (n+2)! Es M4) 


5. a) Puisque les calculatrices sont autorisées, voici un programme, écrit pour la T1-89/92, qui calcule les 
polynômes de Lagrange : 

lagr(x,w) (x : liste des points, w : variable) 
Func 

Local i,j,p,r 

(et 

For j,1,dim(x) 

1—p 

For i,1,dim(x) 

If iZj Then 

(w-x[i])/(x[j]-x[i])*p—>p 

EndIf 

EndFor 

augment ({p},r)—>r 

EndFor 

r 

EndFunc 


et f(1agr({1,-1/2,0,1/2,1},x),x,-1,1) donne : (7/45,32/45,4/15,32/45,7/45). 


b) Il vient : 
4 
2 16M, 
e18? Ai (x:/4)? Me À. Sales 6 
s > s <P (2m) 7 x 720 


Une étude rapide de la fonction x  el”/ 4)? donne Mes = 106816 0° z~ 0.043, soit une majoration de 


l'ordre de 2 1074. Ainsi, >. Aje? z~ 2.04246168756 n’est pas une trop mauvaise approximation de 








1 
| e(©/4) dx ~ 2.0424596851536 donné par la calculatrice. 
= 


Deuxième partie 

6. a) D’application P — |L(P)| est continue. La boule unité fermée B d’un evn de dimension finie étant 
compacte, sup Peg |L(P)| existe et est atteint. 

Supposons que le sup soit atteint en Q tel que N(Q) < 1. Posons Q1 — F5 Alors N(Q:) = 1 et : 


_ IQ) _ W() 
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Contradiction. 


L(P 
Porre Penk (P)I 


N(P) 
|L(Q)| = K, alors le sup est atteint. 





< K. Par définition du sup, N(L) < K. S'il existe Q tel que N(Q) = 1 et 


7. Si P(x > apt?, alors : 
No(P) < N(P)) < Vn+INs(P) 
On ne peut obtenir mieux. Pour P(x) = x”, on a égalité dans la première inégalité, et pour P(x > £P, 
on a égalité dans la seconde inégalité. 


8. a) Posons Q(x > apt?. Alors : 





p=0 
[7/2] i [7/2] 1 
= l2 p< |2: Y — |N 
Koe e aa) eA 
p=0 p=0 
[7/2] 1 
Ainsi Næ(L) > SET On à égalité avec Q(x > z’. 


b) De même, en a l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 


1/2 











[7/2] a> [n/2] 1 2 
L = |2 P_|<2 ——— N: 
Kae eel E (za) ro 
p=0 p=0 
iie N 
Ainsi M(L) < 2 5 ( De -) . On a égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz si et seulement si 
D 
A [72/2] IAL? [72/2] 
a2p = DT Il reste à choisir À de façon à ce que 2 CTS — = 1 et le polynôme Q(x RÈ a2pT 2p 
Troisième partie 
k [2/2] 3 
9. a) Il suffit de prendre P(x) = ne On a No (Px) = 1 et |L(P£)| = 2 + Z2 


b) D’application L n’est pas continue puisqu'on a trouvé une suite de polynômes (P,;) sur la sphère unité 
tels que Jim L( Pk) = œ 
— +00 





10. a) En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, si P(x > apt? : 
IL(P)| = 2 . 
E 2p+ 1 
wei Ya aa aa A 
2 

<2| X a > =) 

p= p=0 
T 
< Na(P)— 
= 2 ( V7 
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+00 
1 T2 T 
on utilise ——— = —). Ainsi |||L]||| existe et ||| LI|| < —. 
( 2 Br De zo [1211] Il IIs 
b) Montrons que ||| L||| = 


T Nea? 
—-. Pour tout n € N*, on choisit P,(x) = tel que Nə(Pa) = 1. On a 
5 (e) = $ E tel aue M(P,) 





p=0 
alors égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz et : 


Ln/2] 1/2 


1 g T 
L(Pa)| =2 — re 
EU on ne 4/2 


q 
Supposons qu’il existe Q(x) = X apa” polynôme tel que N2(Q) = 1 et |L(Q)| = ||| ZI]. On a alors : 


p=0 
z £ ue £ RAS 
=Q 2| E o, (z) 
v2 p=0 p=0 2p+1 
T T 
< N: — = — 
a 2(Q) v2 V2 
On a donc égalité dans toutes ces inégalités. Donc azp = Fit et 
p 
5 E g A 
J Tna 1)2 
v2 2 Cr+!) 
ce qui est impossible puisque Gp+1} > 0. 
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